Notas Sobre Programacién Lineal

Francisco Sanchez S.
Febrero, 2006



CIMAT

INDICE

Planteamiento del Problema.
Solucion del Problema.
El Método Simplex.
Como iniciar
Como iterar
Ejemplo
Dualidad.
Interpretacion de las variables duales
Condiciones Kuhn-Tucker

Analisis de Sensibilidad.

El Método Simplex Dual
Aplicacion tipica

Método Simplex Revisado

Problema del transporte

Ramificacion y Acotamiento

10
15
15
16
19
20
24
27
29
37
38
41
44
50



9.1.

Programacion Binaria
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1.

Ejemplo.- La linea de produccién de una fabrica de muebles para jardin tiene
tres articulos: sillas, bancas y mesas. Estos articulos son producidos en dos etapas:
doblado y armado. El tiempo requerido en cada uno de ellos se indica en la siguiente
tabla:

sillas bancas mesas capacidad
doblado 1.2 1.7 1.2 1000
armado 0.8 0 2.3 1200

El beneficio que la fabrica recibe por la manufactura y venta de cada producto es:
3 unidades por silla, 3 por banca y 5 por mesa. La compania desea un plan para
seleccionar la combinacién de productos para la siguiente temporada de ventas. El
empresario supone que puede vender un numero ilimitado de sus productos, pero
solo se cuenta con 2,000 metros de tubo metalico y se requieren 2 metros por silla, 3
metros por banca y 4.5 metros por mesa.

Este problema se puede plantear de la siguiente manera:
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max z = 3x1 + 3x9 + 5x3
8.4
1,2331 +1,7$2 +1,2333 < 1000
0,81, 492325 < 1200
2,02, 4+3,0zy +4.5z5 < 2000
T1, L2, T3 > 0
El problema también puede escribirse como (forma canénica):
max 2 =cx
s.a.
(1.1) Az < b
x>0

Definicion 1. A un vector x € R" que satisfaga 1.2 y 1.3 se le llama solucion
factible y a la funcion 'z funcion objetivo.

Definicion 2. A una solucion factible x* tal que dx* > 'z para toda x factible,
se le llama solucion optima.

Se pretende encontrar la solucion factible que maximice la funcién objetivo.
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CIMAT Si por cada restriccidn ¢ se agrega una variable h; = ) a;;x; — b; que mida la
brecha entre el lado izquierdo y derecho de la desigualdad ( a estas variables se les
conoce como de holgura), entonces se obtiene:

max z = 3x1 + 3x9 + 5x3

S.ad.
1,207 +1,72z9 +1,225 +hy = 1000
0,82, 42,32, +hy _ 1200
2,01 +3,0xy +4,5x3 +hs = 2000

x1, %2, 23 > 0
en forma matricial:
max z=cx
s.a.

Ax +h =0
x>0

o bien en la forma:



max z —=cx
s.a.
(1.2) Ar—b

x>0

donde ¢ = (,0), ' = (2/, ') y A = [A, I]. Cuando el problema se presenta en ésta
forma, se dice que estd en la forma estandard. Cuando se utiliza el Método Simplex
se presupone que el problema esta planteado en esta forma.

Ya con esto, se puede replantear el problema de la siguiente forma: encontrar la
solucion no negativa del sistema de ecuaciones simultaneas

(1.3) z—cdr=0
(14) Az+h=b

que maximice Z.
Nétese que el sistema de ecuaciones simultaneas que realmente se tiene que resolver
es 1.4, ya que con una solucion x de €él, queda definido el valor de z. La razén por la

que se incorpora 1.3 es para obtener simultaneamente el valor de z.
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Como el rango de A es m, con m < n, para encontrar una solucion factible de
1.4, basta seleccionar m columnas de A, hacer cero las variables restantes y resolver
el sistema de ecuaciones resultante. A este tipo de soluciones se les denomina como
basicas.

Para el ejemplo, se puede hacer 1 = 9 = 3 = 0 obteniendo que A; = 1000, hy =
1200 y hg = 2000. La solucion se obtiene rapidamente porque las variables hq, ho
y hg estan aisladas; si se desea una solucion, en la que por ejemplo x sea positiva,
entonces basta aislarla y repetir el procedimiento. Si al sistema de ecuaciones:

z —3,0r7 —3,0z9 —5,0x3 — 0 (R1)
122, 41,72y +1225 +h — 1000 (R2)
0,81, 12,325 +he — 1200 (R3)
2.0z, +3,0zy +4.525 +hs = 2000 (R4)

se le aplican las siguientes operaciones elementales: se divide Ry por 1,2; a R; se le
suma 3 veces Ry ; a R3 se le resta 0,8 veces Ry v a Ry se le resta 2 veces Ry (las
tltimas tres operaciones se realizan con Rs modificada) se obtiene el sistema:
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» 412487, —2,0z3 +2,5h, — 2500,00
T +1416zs  +x3 +0,83h — 833,33
—1,13325 +1,513 —0,66h; +ho — 533,33
0,16629 +2,5z5 —1,66h; +hy = 333,33

obteniendo la solucién x1 = 833,33, hy = 533,33, v hg = 333,33. Ademas, el valor
de la funcion objetivo correspondiente se encuentra en el lado derecho de la primera
ecuacion (z = 2,500), ya que ninguna de las variables aisladas aparecen en ella.

Se puede continuar con este procedimiento, que dicho sea de paso, es el Método
de Gauss-Jordan, sin embargo, hasta el momento nada garantiza que este proceso
conduzca a una solucion 6ptima, aunque como veremos posteriormente, este proced-
imiento practicamente es el Método Simplex.

Definicion 3. A un subconjunto B C {1,...,n} tal que |B| = m, se le llama
base.

Intuitivamente, B contiene a los indices de las variables aisladas.

Definicion 4. A una solucion factible se le llama solucion bdsica factible st
x; =0 para j ¢ B.



Teorema 1. 57 hay una solucion optima para 1.2, entonces hay una solucion
basica optima para €l.

El teorema anterior asegura que en caso de que el problema tenga solucion entonces
existe una que a lo més tiene m coordenadas positivas y como sélo hay un niimero
finito de ellas se puede utilizar el procedimiento anterior para analizarlas. Un prob-
lema adicional es que no siempre se puede encontrar una solucién inicial agregando
variables de holgura, este es el caso cuando el planteamiento inicial del problema ya
contiene una ecuacion como restriccion. Este problema se comentard posteriormente,
sin embargo, provisionalmente haremos el siguiente supuesto:

supuesto momentdaneo 1: Se cuenta con una solucion basica inicial.

2.
Dada una base B, se denotara por:

cp = (¢))jeB
zp = (2;);eB
Ap = (A;)jcp donde A; denota la j-ésima columna de A.

Esto permite definir los siguientes productos:
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CBLB = ) jep CiT)
ABTp = ) jcp AjT;
Ahora supéngase que se tiene una solucién bésica inicial para la base B y los dos
siguientes supuestos que se analizaran posteriormente:

supuesto momentdaneo 2: b > 0.
supuesto momentdineo 3: A p es no singular.

Si se desea introducir k ¢ B a la base (se desea una solucion donde zy, sea positiva)
entonces se tiene por (1.2.2) que:

AB«WB =

ademas, como A es no singular existe un vector de coordenadas T, € R™ de Ay en
términos de la base que forman las columnas de A en R™ | es decir:

(2.1) A, = AgT;
de donde, para todo 8 € R:

Aprp — Apxp +0A;, —0A;, — b
AB(xB — QTk) +0A, =0



entonces
x;—0t;) sit € B
(2.2) z;(0)=< 0 sit=k
0 de otra forma

satisface 1.2.2 para toda 8 € R.
supuesto momentdaneo 4: existe t;;> 0, 1 € B.

Sea
(2.3) § = min{—L|i € B, ty, > 0} = —
ik ik
entonces

o~

a) x(0) =z es factible en 2.
b) %l:Oyik:Q. _
c) z =z =cy(xp —O0T;) + Oc, = z— Zp(2, — cx) donde

(24) Rl — CIBTk

Del inciso ¢) se desprende que si se parte de una variable x;, (la variable que se desea
aislar) tal que 2z, — ¢ < 0, entonces la funcion objetivo mejora. Mas ain, mejora Ty
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veces — (25 — ¢x). Los incisos a) y b) proporcionan una nueva base B = B\{{} U{k}.
En otras palabras, con el procedimiento anterior, a partir de una solucién bésica, se
genera otra solucion bésica mejor. La idea es repetir este procedimiento mientras se
pueda. Ademas, si ya no se puede repetir el procedimiento, se ha resuelto el problema.
Este procedimiento es la esencia del Método Simplex, para tenerlo completo sélo
faltan algunos detalles.

a) Con el fin de encontrar , es conveniente ampliar el procedimiento para ir
obteniendo los valores de T} y zir — ¢ que correspondan a la base corriente.
Esto conduce esencialmente a adoptar el Método Gauss-Jordan, éste se lleva a
cabo trabajando unicamente con los coeficientes de las variables.

b) En el Método Simplex se opta, al seleccionar la xy, por clegir la que tenga la
2, — € Mas pequena dentro de las negativas. Esto no necesariamente conlleva a
clegir la mejor de ellas, pero esta seleccion es facil de llevar a cabo en la préctica.

c) La ecuacién 4 se puede extender a las variables bésicas, la cual se puede
expresar como:

(2.5) T=A;'A



CIMAT recuerde que la columna 7 contiene las coordenadas de A con respecto a la
base formada por las columnas de A p.
d) Supdngase que se ha llegado a una base para la cual no existe (2 — ¢;) < 0.
Esto significa en notaciéon matricial, utilizando la definicion de z; en 2.4, la
definicion de T en 2.1 y el supuesto 3, que:

pT = cdgAZ'A > ¢

pero esto significa que xp = AfBlb es una solucién éptima, ya que si x es tal
que Az = by x > 0, entonces:

dr < A Az = A LD = R
es decir, si no hay (z; — ¢x) < 0, k ¢ B, ya no es posible encontrar una mejor
solucion bésica y por el teorema 1 se ha encontrado el 6ptimo.

e) Si se introduce una variable ) para la cual z; — ¢ < 0y en la ecuacién 2.3 no
existe t;; > 0, ¢ € B, entonces la funcion objetivo puede crecer indefinidamente
ya que Z(6) satisface 1.2.2. para toda @, () es no negativa para toda § > 0y la
funcién objetivo se incrementa en —(z;, —¢) por cada unidad que se incremente
6. Este comentario elimina el supuesto 4.
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CIMAT f) En el caso de que se este minimizando, al seleccionar la variable que entra a la
base so6lo se deben considerar aquellas para las cuales z; — ¢ > 0 y se termina
cuando ya no hay positivas.

g) Se supone que b > 0 ya que de lo contrario si se inicia procediendo como en el
ejemplo, la primera solucién que se obtiene es h = b no seria factible. Si algtin
b; es negativo, basta multiplicar la desigualdad correspondiente por -1 (lo cual
elimina el supuesto 2).

3.

3.1. . o1 se desea utilizar el método simplex para resolver un prob-
lema de programacién lineal, se necesita llevar el problema a su forma estandard.
Esto se puede hacer de la siguiente forma:

a) Recurrir a min dx = — méax —cz, si es necesario.

b) Si b; < 0 en alguna restriccion, multiplicarla por —1.
c) Si x; <0, se sustituye por x; = —x’.
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d) Si x; libre (carece de la restriccién de no negatividad), sustituirla por x; =

+ —
T — T, donde,

x*—{xj six; >0 x.—{_xj stx; <0
J 0 de otra forma J 0 de otra forma
e) A cada restriccion de la forma Z?Zl a;jr; < b;, agregarle una variable de
holgura.
f) A cada restriccién de la forma 2?21 a;jr; > b;, agregarle una variable de
holgura negativa y otra artificial.
g) A cada restriccién de la forma Z?:l a;jxr; = b;, agregarle una variable artifi-
cial.
h) Solucién bésica inicial:
- Método de la “M grande”.
- Método de las dos faces.

Esto elimina el supuesto momentéaneo 1.

3.2. . A cada base se le asocia una tabla la cual contiene:
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1. Se encuentra una solucion béasica inicial y su tabla correspondiente. En el caso
de tener un problema en forma candnica esta queda de la siguiente forma:

—c 0 |0
B A I |b
2. Se itera de la siguiente forma:
a) Se selecciona k tal que:
(3.1) 2, — ¢, = min{z; — ¢;|(2; —¢;) < 0,5 ¢ B}.

Si no existe (2; — ¢;) < 0 la solucién corriente es éptima.
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b) Se selecciona [ de acuerdo a (2.3):
T min{ )i € B, ty, > O).
bik bik
Si no existe £;; > 0 la funcién objetivo puede crecer indefinidamente.
c) Se realiza el cambio de base: Se divide el renglén de la tabla que corresponde
a [ por t;,. A cada uno de los otros renglones de la tabla, digamos el ¢, se le

resta t;, veces el renglon corregido. Se sustituye k& por [ en la base.
Comentarios:

a) Se puede demostrar, aunque en algunos casos con bastante algebra, que los
valores que se van obteniendo para la nueva tabla, corresponden a los tedricos.

b) Si se parte de una matriz A g no singular, las sucesivas también lo son.

c) Si se utiliz6 el método de la “M grande” para encontrar una solucién bésica
inicial y en la soluciéon 6ptima aparece una variable artificial a nivel positivo
entonces el problema original no tiene solucion factible. Si se utiliza el método
de las dos fases y el 6ptimo en la primera de ellas no es cero, el problema original
no tiene solucién factible.

d) Si después de resolver el problema, se forza a entrar a la base a una variable
k ¢ B, por la ecuacién 2.4, la funcién objetivo disminuye en —(z — c)xg.
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sillas bancas mesas +dobla +armado —+tubo |lado der.

-3.0000 -3.0000 -5.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.00

+dobla | 11.2000 1.7000 1.2000 1.0000 0.0000 0.0000| 11000.00
+armad | 10.8000 0.0000 2.3000 0.0000 1.0000 0.0000 | 11200.00
+tubo| 2.0000 3.0000 4.5000 0.0000 0.0000 1.0000| 12000.00

sillas bancas mesas +dobla +armado +tubo| lado der.

-0.7778 0.3333 0.0000 0.0000 0.0000 1.1111(2222.2222

+dobla| 0.6667 0.9000 0.0000 1.0000 0.0000 -0.2667 | 466.6667
+armad |-0.2222 -1.5333 0.0000 0.0000 1.0000 -0.5111| 177.7778
mesas | 0.4444 0.6667 1.0000 0.0000 0.0000 0.2222| 444.4444
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sillas bancas mesas +dobla +armado +tubo| lado der.

0.0000 1.3833 0.0000 1.1667 0.0000 0.8000 | 2766.6667

sillas | 1.0000 1.3500 0.0000 1.5000 0.0000 -0.4000| 700.0000
+armad | 0.0000 -1.2333 0.0000 0.3333 1.0000 -0.6000| 333.3333
mesas | 0.0000 0.0667 1.0000 -0.6667 0.0000 0.4000| 133.3333

4.

En el caso general, el problema dual se construye de la siguiente manera:

Primal
D 10T < b;
D=1 Qi = b
n
2 j—1 ®ijTj = bi
€T 2 0
€T § 0
x; libre

7 mn
MAX Y ;g CjT;

20

Dual

y; > 0

y; <0

y; libre

D ic1 GijYi > €
D ic1 GijYi < ¢
D i1 GijYi = Cj

/7 m
min 3~ biy;




v

CIMAT En el caso de haber resuelto el problema con el Método Simplex, se tiene el siguiente
par de problemas duales:

P(b) : max dz
(4.1) sa. Arx=b
x>0

D(b) : min by
(4.2) sa. yA>/d
y libre

Para este caso se tienen los siguientes resultados, donde S = {x|Az =b, x > 0}
y R={ylyA =}
Teorema 2. Sixz € S yy € R entonces 'z < bVy.

Demostracion. Sean x y y tales que Az =b, x > 0y /A > ¢, entonces:
Az =y'by yAx >z
de donde 'z < b'y.



Lema 1. (Farkas-Minkowski) Eziste x > 0, tal que Ax =b si y sélo si p’ A >0
implica p'b > 0.

Lema 2. 51 S y R son no vacios entonces existen v y y tales que Ax = b,
x>0, yA>d ydx="0y.

Demostracion.- Reemplazando A, x, by p en el lema de Farkas-Minkouski por:

7

A0 0 007 |yt b D

0 -A"A" 10 Y- —c q

-V =v 01 w 0 0
2z

respectivamente, el lema queda refraceado como:

Existen x > 0y y=vy" —y~ talesque Az = b, YA > y dx > by siy sdlo si
Aqg=0b,pA >0, q,0 >0 implican b'p > p.

Se asevera que si S, R # () entonces estd tltima implicacion se satisface. Si § > 0
entonces premultiplicando Ag = 6b por p’ y posmultiplicando p’ A > ¢ por g > 0,
se obtiene que:
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0c'q < p'Aq=0p'q
de donde /g < p'b. Y si 6 = 0, entonces hay que demostrar que Ag = 0, p’A > 0,
g > 0 implica p'b > /q. Sean T € S y § € R, entonces
pb>p AT >0yaquepA>0yT >0 .
dqg <y Ag=0yaque Ag=0.
de donde p'b > /q. Y la demostracion se sigue del lema 1.

Teorema 3. Los vectores x y y son dptimos de (4.1) y (4.2) respectivamente
siy soloside=0by,zxeS yyeR.

Demostracién. Si T y ¥ son éptimos, entonces S, R # () y por el lema 2 existen x y
y tales que Az =b, x>0, YA > y dx ="by. Como T y ¥ son 6ptimos,

dz > dx =by>b7.

y el teorema 2 concluye la primera parte de la demostracion.
Ahora, si T y 7 son tales que T = by, T € Sy y € R, entonces como §j € R,
para toda x € S por el teorema 2 se tiene que,
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dr<by=(z
es decir T es 6ptima en (4.1). De igual forma, como T € S, para toda y € R se tiene
que:

by <dz =107y
y por lo tanto ¥ es ptima en (4.2).
Teorema 4. Si x5 = AZ'D es solucién optima de (4.1) entonces y' = AL
es una solucion doptima para (4.2). Ademds dx = b'y.

Demostracion. Por el teorema 3, basta demostrar que y € Ry 'z = b'y. Asl,

YA —c =cgAF'A - =T - =(2,—¢;) >0
ya que la ultima desigualdad es la condicién de optimalidad en el método simplex.
Ademss, cgzp = AL = /b
4.1.
a) Si el problema se resuelve con un lado derecho b, obteniendo 2§ como valor de
la funcién objetivo y después se soluciona con un lado derecho igual ab=b+ €;,
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obteniendo por solucién a 23 con la misma base éptima entonces y; = z5 — 27.
Ffectivamente:

2y =cr=cgAZ b+ e) =yb+ye =2} +y.
b) Se puede pensar a z como una funcién de b, de forma que si z(b) denota
el valor éptimo de la funcién objetivo del problema que tiene a b como lado
derecho, entonces,

_ 0z(b)
TS
ya que:

yA—

o, = Ch Dara toda k € B
Tk =) icB a];jlbj = %—Z? = a];jl para toda k € B
de donde

Oz
D jeBCi%T =

0z(b) 0z Oz B
b 2 9z, Ob; D cay =y
keB keB

25




\7?

o

>

c) Supéngase que se tienen m insumos los cuales son utilizados para producir n
productos. Si se supone que:
b; es la cantidad disponible del insumo 4
a;; es la cantidad del insumo 7 necesario para producir una unidad del pro-
ducto j
c; es el beneficio que se obtiene por unidad producida del producto j
z; es la cantidad a producir del producto j
se puede plantear el siguiente problema:

max z =czx
S.4.
Az < b
x>0

Ahora bien, cada unidad del producto j ha utilizado a;; unidades del insumo
1. Asi, se puede pensar que una unidad del producto j esta compuesto por el
vector A; de insumos. Nuevamente con la idea de poder decidir que insumos
se deben aumentar o disminuir, de acuerdo al medio ambiente del problema, es
valido preguntarse que precios ¥’ = (y1, ..., Ym) deben de tener los insumos de
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tal manera que el valor total de ellos sea tan pequeno como sea posible, pero
que el valor de los insumos que lleva incorporado una unidad del producto j,
sea cuando menos la aportacion que esta unidad hace a la funcién objetivo. La
respuesta, al menos localmente, es que resulta indistinto cambiar una unidad del
insumo ¢ por 1; unidades de beneficio e incorporar esa unidad a la produccion.

Cuando la base B tiene asociada una solucion optima y se trata de un problema
econdmico, a la coordenadas de y se les denomina precios sombra. Es decir, los precios
sombra asociados a la base 6ptima B, se definen como 3’ = A"

4.2. . En esta seccion se considera el par de prob-
lemas duales:

P(b) : max z =z
(4.3) sa. Ar <b
x>0

D(b) : min w=1"b"y
(4.4) sa. yA>d
y =0

27



y se denotard por S = {z|Ax < b,x >0} y R={yly’A> , y > 0}.
Teorema 5. Sixz € S yy € R entonces dx < b'y.
La demostracién es similar a la del teorema 2.

Lema 3. 51 S, R # () entonces existen ¢ y y tales que Az < b,x >0, yyA >
/ /
ycx—=10by.

La demostracion es similar a la del lema 2, pero reemplazando A, x, by p por

0 A T00 Y b P
—~A"0 010 x —c q
¥ - 001 w 0 0

Teorema 6. Los vectores x y y son optimos de (4.8) y (4.4) respectivamente
siy solo side=0by, xe€ S yy € R.

Teorema 7. Los vectores x y y son dptimos de (4.3) y (4.4) respectivamente
siysolosizreS,ye R, y(b—Az)=0y (d —y'A)x=0.
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5.

En esta seccién se establecen las bases para poder hacer un andlisis posterior a la
solucion de un problema de programacion lineal. Este andlisis consiste en presuponer
modificaciones en los datos del problema y recobrar la solucién éptima sin incurrir
en la tarea de resolver el nuevo problema desde su inicio. En problemas reales es
conveniente contar con diferentes escenarios que reflejen las distintas opciones del
medio ambiente en el que se desarrollan, ésto lleva implicito variaciones ficticias
que posteriormente producen modificaciones reales las cuales conduciran al mejor
escenario. Con el fin de fijar esta idea considérese el problema que se formuld al
motivar dualidad y que consiste en la maximizacion del beneficio sujeto a los recursos
disponibles, para este problema en particular es importante:

i) Analizar la posibilidad o rentabilidad de un nuevo producto.

i) Detectar cuellos de botella.

i) Cuantificar recursos en exceso con el fin de darles usos alternativos.

iv) Calcular el efecto que produce en la funcién objetivo un cambio en las can-
tidades de algunos recursos especificos y en su momento poder decidir no sélo

29
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si el cambio es conveniente sino que en caso de que lo sea, el nivel al cual debe
ser dado.

v) Calcular el minimo beneficio que debe redituar un nuevo producto para que
sea rentable.

Ahora bien, el recobrar la solucién 6ptima no es mas que determinar los valores
Z, Ty y éptimos que corresponden al problema modificado. En este punto conven-
dra distinguir cuando las modificaciones producen un cambio de base.

Se supondran dos cosas: que se han resuelto un par de problemas de la forma:

P(b): max z =z
(5.1) sa. Ax =5
x>0

D(b) : min w=1"b"y
(5.2) sa. YA >
y libre

obteniendo a B como base éptima y AfBl como la inversa de la matriz bésica corre-
spondiente y que posteriormente se han modificado los parametros del problema. Se
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desea resolver el problema con los nuevos parametros apoyandose en la solucién del
problema original.

Un problema de programacién lineal queda practicamente resuelto si se cuenta con
una base optima B, ya que a partir de AfBl se pueden determinar facilmente los tres
elementos principales de la solucién del problema:

variables de decision: xp = Aglb
valor de la funcién objetivo: z = dprp

: e — A A1
variables duales: ¥y’ = cgAj

Si para el problema modificado la base éptima sigue siendo la misma, su solucién
se puede calcular mediante las relaciones anteriores. Esto crea la necesidad de deter-
minar la regién donde se preserva la base. Se dird que no hay cambio de base (NCB),
si los dos problemas (el original y el modificado) admiten la misma base 6ptima. Los

cambios mds comunes son: b = b+60d y ¢ = c+0f, y son los tinicos que se consideran
en este trabajo.

Teorema 8. NCB pam/l;: b+ 0d si y sélo si QAgld > —XR.

Demostracion.- Al cambiar b por b+ 6d se obtienen los siguientes problemas duales:
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mar z=cx
(5.3) sa. Az =b+0d
x>0

min w = (b+ 6d)'y
(5.4) sa. YA >
y libre

Si no hay cambio de base al sustituir b por b + 0d, entonces x5 = A5'(b+ 0d) es
solucién éptima de (5.3), en particular 5 > 0, de donde: 0 < 25 = AL (b + 0d) =
rp+ HAjgld y por lo tanto: QA];ld > —1p.

Ahora, si 0AZ'd > —xp, se asevera que 3 = AS (b4 0d) y y = dzAL" son
solucién 6ptima para (5.3) y (5.4) respectivamente. Para demostrarlo, se utiliza el
teorema 3

Teorema 9. NCB para c=c+0f siy solo si 0(fsT; — f;) > —(z; — ¢;).



Frecuentemente los reportes de los paquetes de computo comerciales, contienen
los rangos que se obtienen cuando las direcciones d y f son los vectores de la base
canonica correspondiente. Un listado tipico es el siguiente:

Datos del problema:

sillas Dbancas mesas

3.0 3.0 5.0
doblado 1.2 1.7 1.2 < 1000.0
armado 0.8 0.0 2.3 < 1200.0
tubo 2.0 3.0 4.5 < 2000.0
tabla final

sillas mesas +armado lad. der.
bancas +doblado +tubo
0.000 1.383 0.000 1.167 0.000 0.800 2766.667

sillas 1.000 1.350 0.000 1.500 0.000 -0.400 700.000

+armado 0.000 -1.233 0.000 0.333 1.000 -0.600 333.333
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CIMAT mesas 0.000 0.067 1.000 -0.667 0.000 0.400 133.333

Solucin ptima

1.- Funcin objetivo y variables de decisin

funcin obj. 2766 .666667

1.-sillas 700.000000

5.-+armado 333.333333

3.-mesas 133.333333
2.—- Precios sombra

1.- doblado 1.166667

2.- armado 0.000000

3.- tubo 0.800000
3.— Costos reducidos

2.- bancas 1.383333

4.- Rango de variacin de b
1.- doblado 533.333333 1000.000000 1200.000000
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CIMAT 2.- armado 866.666667  1200.000000 no acotado
3.- tubo 1666 .666667 2000.000000 2555.555556
5.- Cambios en las variables al modificar b
variable cota inf. cota sup
entra sale entra sale
1.- doblado +tubo sillas +doblado mesas
2.- armado bancas +armado
3.- tubo +doblado mesas bancas +armado
6.—- Rango de variacin de c
1.- sillas 2.222222 3.000000 5.000000
2.- bancas no acotado 3.000000 4.383333
3.—- mesas 3.000000 5.000000 6.750000
7.— Cambios de variables al modificar c
variable cota inf. cota sup.
entra sale entra sale
1.- sillas +doblado sillas +tubo mesas
2.— bancas bancas sillas

3.—- mesas +tubo mesas
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Si

a) ;Cual es la mezcla 6ptima de produccién ?.

b) ;Qué beneficio puede esperar la fabrica con esta mezcla de produccién ?.

c) Un distribuidor local ha ofrecido vender tubo metélico a $0.60 el metro,
;cuanto se incrementa el beneficio si se compran 500 metros y se utilizan en
forma optima 7.

d) La compaiia siente que debe producir cuando menos 100 bancas (con el fin
de redondear su linea de produccién), jqué efecto tendria en el beneficio ?.

e) El departamento de disefio ha modificado el disenio de la banca para hacerla
mas productiva. El nuevo disefio requiere 1.1 horas de doblado, 2 horas de
armado y 2 metros de tubo. Si este nuevo producto puede ser vendido obteniendo
un beneficio de $3 por unidad, ;qué efecto tendria en el beneficio total 7.

f) El departamento de ventas ha sugerido una tienda que requiere 1.8 horas de
doblado, 0.5 hora de armado y 1.3 metros de tubo metalico. ; Cudl es el beneficio
minimo por unidad que debe producir este producto para que sea rentable 7.

g) La compaiia tiene la oportunidad de vender su capacidad de doblado de tubo a

$1.50 la hora. Si vende 200 horas a este precio, jcémo se alteraria su produccion
7.
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CIMAT h) Si el beneficio de las sillas decrece a $2.50, ;qué mezcla de produccién y
beneficio 6ptimos se tendrian 7.

6.

Como antes, consideremos el problema

P(b) : max dzx
s.a. Az =150
x>0

Supongamos una tabla del simplex donde z; — ¢; < 0 para toda j, pero donde
algunas de las variables son negativas y por lo tanto no factibles.

elegir I: x; = min{x; < 0|i € B}

clegir k: M = min{mm- < 0}
ti ti J

Si no existe ?;; < 0 entonces el problema no es factible. 5i no existe x; < 0, ya se

alcanzo el 6ptimo.
Observacion: después de pivotear las z; — ¢; permanecen positivas
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si y solo si

si y sblo si

6.1.

P(b): min dz
s.a. Az >b
x>0

donde ¢ > 0 y b no necesariamente es no negativa.
El problema es equivalente a

P(b) : max —cx
sa. Ax—Iu=1">
x>0, u>0
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P(b) : max —c'x
s.a. —Az+ Tu=—b
x>0, u>0

Tabla correspondiente

Ejemplo

min Z:4$1+33}2+ZE3
S.d.
2r1 —o5x9 +x3 > 0
3ry +2x9 +2x3 > 4
x1, T, 3 = 0

Después de convertir el problema en uno de maximizacion, insertar variables de
holgura u, us > 0 y multiplicar por —1:
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v

CIMAT

1 To T3 up us LD

4 3 1 000

up|—2 5 —110|-6
U | —3 =2 =2 0 1|4

[=1yaque —6 < —4
_ —(23—e3) _ ¢
k=3 yaque —— = min{

Pivoteando en t;3 se obtiene

—4 -1
—99 1

1 To T3 up us LD
2 8 0 1 0|-—6
r3/2 =5 1 —1 0| 6
u |3 —17 0 =3 1|14
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CIMAT 7.

La idea es recortar las tablas para poder resolver problemas mas grandes. Solo se
tiene en memoria;

/

y Z

B Aél B

y se tiene A, by ¢ en disco. Aunque ya no es el algoritmo que se usa en paquetes
comerciales, afianza la comprension del problema y si se reduce sustancialmente el
uso de memoria de la computadora.
0 Inicio
Calcular: B, Az', zp, vy 2.
1 Iteracion
a) Seleccionar k: z; —c; = y'Aj — ¢;
b) T), = A;Ak
c) Seleccionar : 5—2 — min{%ﬁ € B, t;, > 0}.
d) Pivotear
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v

CIMAT

Si se inicia como es costumbre con —c/ en el renglon cero, las z; — ¢; no son las
correctas, en particular las z; — ¢; correspondientes a la variables artificiales no son
cero. Se corrige

= (Método de la M grande) restando al renglén cero M veces cada renglén con
variable artificial.

= (Método de las dos fases) restando al renglén cero cada renglén con variable
artificial.
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CIMAT

m Origenes.
n Destinos.
1 Solo producto.
a; Cantidad disponible en el origen i (oferta).
b; Cantidad requerida en el destino j (demanda).
c;j Costo de traslado por unidad del origen ¢ al destino j.
x;; Cantidad a transportar del origen ¢ al destino j.

Primal Dual
min - Ciills 4 ,
%% ?1: j—a, méx a'u + b'v
J=1" ! U; + V; < Cij

Yo @ = by :
=174 J u, v libres
Zij 2 0

n m
E bj = E a;.
j=1 =1
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» Las “2;—c¢;” de este problema son ¢;; —u; —v; ya que la no negatividad de estas
variables es equivalente a la factibilidad del dual. Cuando para alguna solucién
factible se tenga que

Cij — U; — ’Uj 2 O,\/Z]
se ha llegado al éptimo.

= El supuesto hace que cualquiera de las restricciones del primal sea redundante.
Por esta razon se considera que la base tiene m + n — 1 elementos (|B| =

m+n —1).
Ejemplo.
531 10 75
C=1325|a=|81] b=1|20
6 48 55 50

Estrategia: se parte de una solucién basica inicial, se verifica si es 6ptima, si no lo
és, se calcula una mejor solucion basica.
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v

CIMAT a) Solucién basica inicial: método de la esquina noroeste.

10 10
65 | 15 80
5150 | 55

7512050

b) Verificar si la solucién es 6ptima. Se lleva a cabo como es costumbre: se verifica
que las “z; — ¢;” sean no negativas.
b.1 Se aprovecha que

cl-j—ui—vj:O Si$¢j>0

para calcular las variables duales u y v. Se le da valor arbitrario a alguna de las
u; 0 a una de las v; y se desencadena el proceso.
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v

CIMAT b.2 Teniendo u y v se calculan las “z; — ¢;” para las variables no basicas
i 2 6
u
5 3 1
. 0| -1| -7
3 2 5
O e | 15| 1|
6 4 8
: 1| 5| 50 |%
75 20 50

c) Calculo de una mejor solucién:
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10

80

55

10

40
50

15
20

75
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9.

Para utilizar la técnica de ramificacién y acotamiento se necesitan definir tres
procedimientos: seleccién (regla de la mejor cota o regla de la cota mas reciente),
ramificacion y acotamiento.

min f(x)
r€eS

Etapa 0 Inicio.

- ZU =0

- X D285 X — Stack

- Calcular Z7(X)
Etapa 1 Seleccion: R € Stack, si esta vacio, fin.
Etapa 2 Sondeo

- Si Z1(R) > Zy, se elimina R.

-Si RN S = (), se elimina R.

- Si exite zp € S tal que Zi(R) = f(zg):

-Zy=Z(R)y x* = xpg
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CIMAT - Para cada R € Stack, si Z(R) > Zy, se elimina R.
Etapa 3 Si no se sondeo, se ramifica R calculando Zp(T) v zr para cada una
de las partes. Cada T — Stack. Regresar a la etapa 1.

9.1.
min z = cx
Ax > b
x; binaria
Supuesto: ¢; < ¢y < ... < ¢,
S ={x € R*|Ax > b, z; binaria}
X = {x € R"|x; binaria}
Se ramifica con la regla de la cota mas reciente.

Acotamiento:

SV e sixy =1
Ty = %:11 7+ N
ijl CiT;+ CNy1, SLTN = 0

Sondeo:
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CIMAT  -RrRns=¢

Zj'vzl a; ;T + Y iy maz{a;j, 0} < b; para alguna .
-zp€ S

Zj-v:l a; jTj + CL@,N+1(1 — a:N) > b; para toda .
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